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V zaključni nalogi je predstavljen problem topološke optimizacije dinamskih lastnosti
okvirja kolesa. Na enostavnem primeru je z lastno programsko kodo prikazana metoda
končnih elementov, ki služi kot osnova za kasneǰse izvajanje procesa topološke optimi-
zacije. Obenem sta predstavljena koncepta modalne analize in proces topološke opti-
mizacije, katera sta v nadaljevanju uporabljena znotraj programskega paketa ANSYS.
Analiza okvirja kolesa je izvedena na podlagi vožnje po kolesarski progi. Razčlembo






Topology optimization of dynamic properties of a bicycle frame
Matej Čuk





This work presents the topology optimization of the dynamic properties of the bicycle
frame. The finite element method and modal analysis process are showcased on two
basic examples. This finite element method serves as the basis for the subsequent im-
plementation of the topology optimization. Both the modal analysis and the topology
optimization process are then used in the ANSYS programming package. The bicycle
frame analysis is carried out on the basis of driving on a bicycle track. The breakdown
of the achieved results and a brief comment on the subject itself are presented in the
conclusion of this work.
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3.2.5 Rezultati statične obremenitve kolesarja pri doskoku . . . . . . 30
3.2.6 Optimizacija okvirja kolesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.7 Rezultati simulacije optimizirane geometrije . . . . . . . . . . . 33
3.3 Modalna analiza optimiziranega okvirja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.4 Diskusija rezultatov pred in po analizi okvirja . . . . . . . . . . . . . . 38
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A m2 prerez nosilca
A / nepremična členkasta podpora
B / premična členkasta podpora
c0 / prosti člen aproksimacijskega polinoma
c1 / vodilni člen aproksimacijskega polinoma
D / diferencialni operator
d Nsm−1 faktor dušenja sistema
E MPa modul elastičnosti
f(x) / nadomestna funkcija
F N točkovna sila
Fk N sila krmilo
Fp N sila pedali
Fr N rezultanta sile
g ms−2 gravitacijski pospešek
h m vǐsinska razlika
k Nm−1 togost sistema
L m dolžina nosilca
Le m dolžina končnega elementa
mk kg masa kolesarja
mko kg masa kolesa
ms kg masa sistema
M1 / podobmočje 1 modeliranega območja
M2 / podobmočje 2 modeliranega območja
MN / N-to podobmočje modeliranega območja
n0 Nm
−1 ekvivalentna porazdeljena obremenitev
n(x) Nm−1 zvezno porazdeljena obremenitev
N1 N notranja osna sila v vozlǐsču 1
N2 N notranja osna sila v vozlǐsču 2
O / okolica
r / razmernik frekvenc
Rm MPa natezna trdnost
Rp0.2 MPa napetost tečenja
t s čas
tt s čas trka
T K temperatura
u m pomik
u(x) m aproksimacijski polinom
U1 m pomik vozlǐsča 1






v1(x) / poljubna funkcija 1
v2(x) / poljubna funkcija 2
v(x) / poljubna funkcija
Wk J kinetična energija
Wp J potencialna energija
x / koordinata
x m pomik sistema
xp m partikularna rešitev
ẋ ms−1 hitrost nihanja sistema
ẍ ms−2 pospešek nihanja sistema
X m amplituda nihanja sistema
y / koordinata
y m pomik sistema
ẏ ms−1 hitrost nihanja podlage
Y m amplituda nihanja podlage
α K−1 koeficient temperaturnega raztezka
∆ / sprememba
δ / razmernik dušenja
ϵ / poissonovo število
ρ kgm−3 gostota
ϕ rad fazni zaostanek
Ψ1 / polinomska funkcija 1
Ψ2 / polinomska funkcija 2
ω0 rad s
−1 lastna krožna frekvenca






BMX kolesarski motokros angl. bicycle motocross
CAD računalnǐsko podprto konstruiranje




MKE metoda končnih elementov
ŠIF šibka integralska formulacija
PS prostostna stopnja




Razvoj izdelkov na svetovnem tržǐsču zahteva kvalitetne izdelke z nizko ceno, hkrati
pa morajo biti v večini primerov produkti lahki, robustni in čim bolj zanesljivi (dolga
življenska doba). Sortimenti s takimi specifikacijami zagotavljajo prednost pred kon-
kurenco in preživetje podjetja na današnjem trgu.
Za zagotavljanje nizke cene izdelkov se večina izdelkov dandanes v določeni meri razvija
virtualno s pomočjo računalnikov z namenom simuliranja geometrije in obremenitev
tekom življenske dobe.
Proces TO predstavlja pretvorbo začetne (preproste) geometrije, v končno (bolj kom-
pleksno) s postopki odvzemanja materiala skozi iteracije na mestih, kjer so napetosti
dovolj majhne, oziroma lahko to izvedemo pod določenimi pogoji (slika 1.1). Eno od
možnih interpretacij procesa topološke optimizacije [1] lahko opǐsemo, kot doseganje
manǰse mase produkta, ob hkratnem zagotavljanju največje možne togosti (tj. vrsta
optimizacije, ki jo bomo izvedli v tem zaključnem delu).
Slika 1.1: Prikaz pretvorbe geometrije izdelka s procesom TO [2].
Ker proces TO poteka v virtualnem okolju, za svoje delovanje potrebuje močno strojno,
kot tudi programsko opremo, kar proces TO uvršča med relativno mlad postopek,
razvoj katerega pogojuje napredek računalnǐske tehnike in numerike [1]. Za dosego
kvalitetnega rezultata, pa poleg zgoraj naštetih stvari potrebujemo tudi čas namenjen
izvajanju preračunov, saj gre za iterativen pristop reševanja izbrane fizikalne problema-
tike (npr. reševanje statičnega problema ali izvedba modalne analize). V ta namen je
v nadaljevanju narejen kratek pregled kolesarstva in zastavljeni cilji naloge. V sklopu
naloge, bo proces TO uporabljen za analizo okvirja kolesa, z namenom zmanǰsevanja




Kolesarjenje v sedanjosti predstavlja enega od bolj obljudenih športov, s katerim se
ukvarjajo praktično vse starostne skupine. Oblika kolesa [3], kot ga poznamo danes
izvira nekje iz 19. stoletja, za tedanji čas pa je bilo značilno, da je veljal kot simbol
bogatih meščanov. Z razvojem tehnologije so nam kolesa sčasoma postala dostopna do
te mere, da si življenja danes brez njih praktično ne znamo več predstavljati. Trendi
razvoja današnjih koles potekajo v smeri, da so nova kolesa na trgu vse hitreǰsa, lažja
in maksimalno aerodinamična.




Vsako od omenjenih območij uporabljamo kolo, ki bo na danemu terenu zagotovilo
optimalno vožnjo (kolo namenjeno cestni vožnji, bi bilo namreč na zahtevnih gorskih
stezah precej neuporabno). Za potrebe te zaključne naloge se po zgornji klasifikaciji
omejimo zgolj na področje BMX kolesarjenja, natačneje kolesarjenje imenovano Dirt
Jumping [3]. Kolesa za to področje uporabljamo predvsem pri adrenalinski vožnji v
zato namenjenih parkih, nemalokrat pa jih srečamo tudi v ozkih mestnih ulicah. Z
njihovo zasnovo zagotovimo robustnost, okretnost, majhno maso in relativno nizko
težǐsče, s tem pa olaǰsamo izvedbo nevarnih trikov v zraku. Primer kolesa, s takimi
lastnostmi prikažemo na sliki 1.2.
Slika 1.2: Kolo tipa Dirt Jumping [4]
Fizikalno gledano kolo služi kot objekt, ki povezuje kolesarja s podlago, ter tako skrbi
za prenos sil, momentov in vseh ostalih obremenitev. Ker se te obremenitve z vǐsinsko
razliko katero zagotovimo z adrenalinsko vožnjo znatno povečajo, ključnega pomena
igra topologija oz. struktura glavnega dela kolesa, tj. okvirja.
Metodologijo te zaključne naloge bomo izvedli na okvirju, starem približno 15 let,
znamke Specialized, oznake P3 (slika 1.3), katerega uporabljamo v prej omenjeni vožnji.
Material okvirja je aluminij (preglednica 1.1), profili pa so med seboj spojeni s postop-




Slika 1.3: Okvir namenjen analizi te zaključne naloge.
Preglednica 1.1: Materialne lastnosti aluminija [6].
Veličina Vrednost Enota
Gostota [ρ] 2170 kgm−3
Koeficient temperaturnega raztezka [α] 2,33 10−5 K−1
Modul elastičnosti [E] 683 102 MPa
Napetost tečenja [RP0,2] 259 MPa
Natezna trdnost [Rm] 313 MPa
Poissonovo število [ϵ] 0,33 /
1.2 Cilji naloge
Cilji zaključne naloge (v okviru znanja in zmožnosti, pridobljenih tekom prve stopnje
študija):
– Z lastno kodo prikazati enostaven primer uporabe metode končnih elementov,
– V komercialnem paketu ANSYS [6] izvesti proces TO na izbranem okvirju kolesa,
– V komercialnem paketu ANSYS [6] izvesti modalno analizo optimirane geometrije,
dobljene s pomočjo TO postopka.
Zaključna naloga je oblikovana tako, da je bralcu v uvodnem delu predstavljeno mate-
matično in teoretično ozadje, na katerih so osnovani programi za proces TO (izpeljava
osnovne enačbe metode MKE), poleg tega pa z besedami predstavimo pojma TO in
MA. Pri obravnavi metode MKE, ter predstavitvi MA prikazano teorijo podpremo na
primeru enostavnih teoretičnih modelov. Pridobljeno teoretično ozadje je nato v me-
todologiji te zaključne naloge razvito na realnem primeru izbranega okvirja (izvedba
procesov TO in MA) z uporabo ANSYS [6] programa. Zaključek naloge je namenjen
diskusiji in predstavitvi smernic za nadlajni razvoj na tem področju.
3
2 Teoretične osnove procesov
topološke optimizacije in modalne
analize
V poglavju so predstavljene teoretične osnove procesov TO in MA, z namenom razu-
mevanja osnovnih fizikalnih konceptov, ki so v poglavju 3 uporabljeni znotraj komerci-
alnega programa ANSYS [6]. V prvem delu je predstavljen postopek in razvoj metode
MKE skozi zgodovino, nato pa sledi izpeljava enačbe, ki predstavlja osnovo pristopa.
Po izpeljavi je z MKE z lastno programsko kodo rešen primer enodimenzionalnega osno
obremenjenga konstrukcijskega elementa. V samem zaključku, pa je poleg predstavitve
procesov TO in MA, prikazan tudi preprost primer odziva sistema z eno prostostno
stopnjo na harmonično nihanje podlage.
2.1 Metoda končnih elementov
MKE (ang. finite element method) uvrščamo v eno od aproksimativnih numeričnih
metod (končno rešitev postopka opredelimo kot približek ekzaktni rešitvi) za reševanje
diferencilanih enačb s pomočjo katerih, osnovno dif. enačbo problema prevedemo v sis-
tem linearnih enačb. V kratkem je postopek MKE načina tak, da obravnavan primer
znotraj modeliranega območja M (črka O v tem primeru predstavlja okolico), diskre-
tiziramo na končno število vozlǐsč in končnih elementov (slika 2.1), nato pa v vsakemu
od teh vozlǐsč izračunamo vrednost neznane veličine (npr. pomik, notranja osna sila,
deformacija itd.).
Slika 2.1: Diskretizacija modeliranega območja na podobmočja po [7].
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Začetki MKE metode [8, 9] segajo v štirideseta leta preǰsnjega stoletja in sicer za
osnovne 1D primere. Do večjega razvoja je prǐslo v pedesetih letih z uvedbo togo-
stne matrike. V tedanjih časih so omenjeni pristop razvijali za potrebe letalstva in
vojaške industrije, kasneje pa je prešel tudi na področja civilne uporabe. Razvoju
računalnǐstva in drugih interdisciplinarnih področij, je sledil tudi razmah metode, brez
katere si danes svet avtomobilizma, letalstva in celo vremena težko predstavljamo.
Metodo MKE zasnujemo na podlagi šibke integralske formulacije, katero izpe-
ljemo iz osnovne integralske variacijske formulacije. Značilnosti metode glede
na ostale opazimo v tem, da v primeru 1D osno obremenjenega konstrukcijskega ele-
menta, primarno spremenljivko (tj. pomik) aproksimiramo, medtem ko sekundarno
spremenljivko (tj. osna sila) ekzaktno izpolnimo v šibki obliki integralske formulacije.
Na tej točki lahko omenimo tudi, da z metodo MKE ustvarimo simetrično in pasovno
togostno matriko, kar omogoča večjo hitrost preračunov in manǰso numerično napako,
napram ostalim metodam (npr. metodi končnih razlik) [10].
2.1.1 Opredelitev pojma končni element
V primeru reševanja problemov z metodo MKE modelirano območje diskretiziramo na
podobmočja, ki jih z drugo besedo imenujemo tudi končni elementi. Izbira KE tako
neposredno vpliva na kvaliteto končnega razultata. Obliko izbranih KE je mogoče
razdeliti po dimenzijah (slika 2.2), od primera do primera, pa je odvisno katere oblike
KE bomo izbrali (v določenih pogojih je mogoče obravnavanemu problemu reducirati
razsežnost, kar signifikantno zmanǰsa težavnost preračunov [7]).
Slika 2.2: Prikaz razčlenitve oblik KE po dimenzijah [11].
Omeniti velja tudi, da število vozlǐsč KE definira število prostostnih stopnj oz. ne-
znank, ki jih je potrebno rešiti, kar se odraža v podalǰsanem času računanja [12].
Dobljeni končni rezultat, pa je mogoče izbolǰsati tudi s povečanjem števila vozlǐsč, saj
le-ta določajo stopnjo aproksimacije znotraj KE (poglavje aproksimacije podrobneje
predstavimo v poglavju 2.1.3).
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2.1.2 Izpeljava šibke integralske formulacije za primer 1D osno
obremenjenga konstrukcijskega elementa
Poglavje izpeljave matematičega ozadja metode MKE, je povzeto po [7] in [10]. Iz-
peljava velja za splošen dvovozlǐsčni 1D konstrukcijski element, ki je prikazan na sliki
2.3.
Slika 2.3: Prikaz dvovozlǐsčnega 1D konstrukcijskega elementa [7].
Izpeljava temelji na vodilni diferencialni enačbi problema (pomik u, v tem primeru







− α ·∆T )
]︃
= −n(x) (2.1)
kjer E predstavlja modul elastičnosti izbranega materiala nosilca, A prečni prerez, α
linearni razteznostni koeficient, ∆T temperaturno spremembo in n(x) zvezno poraz-
deljeno obremenitev zaradi lastne teže nosilca. Zgornja enačba velja v primeru, ko
se napetosti po prerezu ne spreminjajo. Zapǐsemo še izraz, katerega lahko opazimo v
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(2.2)
















− α ·∆T )
]︃
(2.4)
f(x) = −n(x) (2.5)
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Predpostavki (2.3) in (2.5) vstavimo v enačbo (2.1), jo preoblikujemo in množimo s
poljubno funkcijo v(x). Omeniti velja, da nam načela matematike omogočajo izposta-
vitev spremenljivke u(x) iz oklepaja in obeh diferencialov, saj s tem končnega rezultata
ne spremenimo:
[D′′u(x)− f(x)] · v(x) = 0 (2.6)
Del, ki se nahaja v oklepaju množimo s poljubno funkcijo v(x), nato pa dobljena člena
integriramo po celotni dolžini končnega elementa (Le):
∫︂ Le
0
D′′ u(x) v(x) dx−
∫︂ Le
0
f(x) v(x) dx = 0 (2.7)
Za reševanje zgornjega izraza uporabimo postopek integracije po delih oz. perpartes,
s katerim enačbo (2.6) prevedemo v obliko, ki predstavlja osnovo metode MKE. To









D′ u(x) v′(x) dx−
∫︂ Le
0
f(x) v(x) dx = 0 (2.8)
Tokrat za razvoj formule (2.8) upoštevamo predpostavki (2.4) in (2.5):












n(x) v(x) dx = 0
(2.9)
Zaradi potrebe naslednjega koraka enačbo (2.9) preoblikujemo v obliko:








E Au′(x) v′(x) dx+
∫︂ Le
0




n(x) v(x) dx = 0
(2.10)
Dokočno izpeljavo izvedemo s pomočjo izraza (2.2), katerega vstavimo v zgoraj dobljeno
enačbo. Po tem postopku pridemo do šibke oblike integralske formulacije za 1D
osno obremenjen konstrukcijski element z obliko:
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∫︂ Le
0







E Aα∆T v′(x) dx
(2.11)
2.1.3 Aproksimacija pomikov v vozlǐsčih za primer
dvo-vozlǐsčnega končnega elementa
Za nadaljni razvoj enačbe (2.11) potrebujemo določiti še funkcijo u(x). Prikaz dvo-
vozlǐsčnega KE (slika 2.4) v naslednjem koraku, nam bo olaǰsal predstavo in samo
izpeljavo. Omeniti velja, da KE sestavljata dve vozlǐsči (števili 1 in 2 na vrhu slike)
na podlagi katerih zasnujemo obliko aproksimacije znotraj KE. Osnovo poglavja 2.1.3
ponovno povzamemo iz [7] in [10].
Slika 2.4: Prikaz dvo-vozlǐsčnega KE, s primarno in sekundarno spremenljivko
problema [7].
Kot že omenjeno, stopnjo aproksimacije znotraj KE definira število vozlǐsč, ki jih le-
ta vsebuje (za primer dvo-vozlǐsčnega KE, ima ta aproksimacija linearno obliko). Za
popis vseh vrednosti pomikov znotraj območja dvo-vozlǐsčnega KE, uporabimo kom-
binacijo dveh oblikovnih polinomskih funkcij prvega reda (Ψ1(x) in Ψ2(x)) [1]. Primer
aproksimacije znotraj izbranega KE prikažemo na sliki 2.5.
Slika 2.5: Prikaz linearne aproksimacije znotraj dvo-vozlǐsčnega KE [7].
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Znano obliko aproksimacijskega polinoma (primer dvo-vozlǐsčnega KE) množimo z ne-
znanimi koeficienti (c0 in c1), katere določimo tekom izračuna:
u(x) = c0 + c1 · x (2.12)
Neznana koeficienta c0 in c1 določimo z uvedbo robnih pogojev pomikov: U1 in U2 v
vozlǐsčih KE.
u(0) = U1 = c0 + c1 · 0 (2.13)
u(Le) = U2 = c0 + c1 · Le (2.14)
Izraza (2.13) in (2.14) vstavimo v enačbo (2.12), ter tako dobimo:




Z izpostavljanjem potrdimo končno obliko enačbe (za potrebe nadaljne izpeljave







































E Aα∆T v′(x) dx
(2.20)
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2.1.4 Galerkinov pristop za poljubno funkcijo v(x)
V izrazu (2.20) nam neznanko predstavlja zgolj še poljubna funkcija v(x), katero lahko
določimo na več načinov. Ena od možnosti je Galerkinov pristop za katerega velja, da
neznano funkcijo enačimo z oblikovno funkcijo [7]:
v(x) = Ψ(x) (2.21)
2.1.4.1 Uporaba Galerkinovega pristopa v 1. vozlǐsču KE
Za prvo vozlǐsče določimo naslednjo poljubno funkcijo:









Enačbi (2.22) in (2.23) vstavimo v enačbo (2.20), da dobimo izraz (simbolom osne sile























Z manilpulacijo zgornjega izraza pridemo do končne oblike ŠIF za 1. vozlǐsče:
E A
Le











2.1.4.2 Uporaba Galerkinovega pristopa v 2. vozlǐsču KE
V drugem vozlǐsču je postopek računanja enak kot prej, le da tokrat uporabimo
drugačno poljubno funkcijo:











Dobljen rezultat lahko po obliki primerjamo z izrazom (2.25):
E A
Le













2.1.5 Ekvivalenten matrični zapis obeh enačb




































Enačba (2.29) je enačba, ki velja znotraj območja KE, kar pomeni da bo število KE
enako številu enačb, ki jih bomo potrebovali za dosego celovite rešitve ( v primeru da
obravnavan sistem razdelimo na 4 KE, pomeni da bomo za popis celotnega pomika
strukture oblikovali sistem linearnih enačb na podlagi štirih enačb (2.29)). Z to enačbo
smo tako ustvarili povezavo med primarno in sekundarno spremenljivko, ki sta za ta
primer relevantni. Omenimo lahko tudi, imena vseh vektorjev in matrik, ki so vključeni
v našo končno enačbo (slika 2.6).
Slika 2.6: Definiranje vektorjev in matrik v enačbi (2.29) [10].
Z enačbo (2.29), prav tako zakjučimo poglavje izpeljave enačbe, ki predstavlja osnovo
MKE metode in pogoj za nadaljevanje tega zaključnega dela. V nadaljevanju sledi
preprost primer uporabe zgornje enačbe, na 1D osno obremenjenem konstrukcijskem
elementu, ki je zapisana z lastno programsko kodo.
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2.1.6 Primer uporabe MKE na preprostem 1D osno obreme-
njenem konstrukcijskem elementu
Za reševanje tovrstnega problema bomo uporabili program, Wolfram Mathematica [13],
saj le-ta omogoča numerično, analitično ter simbolno računanje kar olaǰsa sam posto-
pek. Celotno programsko kodo si bralec lahko ogleda v prilogi A.
2.1.6.1 Oris postopka
Obravnavamo torej primer obojestransko vpetega nosilca (slika 2.7), pri čemer je ena
od podpor nepomična (podpora A), druga pa je pomična v horizontalni smeri (tj.
podpora B). Material nosilca je splošno konstrukcijsko jeklo z elastičnim modulom
(E) in z enakomernim prerezom (A) po celotni dolžini (L). Nosilec je po celotni
dolžini izpostavljen obremenitvi lastne teže, kar predstavlja ekvivaletna porazdeljena
obremenitev (n0) in obremenitvi zaradi temperaturne spremembe (∆T , α). Postopek
povzamemo po [14].
Slika 2.7: Obravnavan 1D osno obremenjen konstrukcijski element [14].
Predstavljeni nosilec razdelimo na podobmočja, ki jih imenujemo končni element. Za
lažjo predstavo in razumevanje, nosilec na začetku razdelimo na zgolj štiri KE (števila
nad nosilcem predstavljajo število končnega elementa, medtem ko števila pod nosilcem
označujejo vozlǐsča). Prikaz diskretizacije nosilca prikazuje slika 2.8.
Slika 2.8: Diskretizacija nosilca na podobmočja, oziroma končne elemente.
Z imenovanim programom ustvarimo toliko enačb (2.29) kot je število KE (4 enačbe),
za katere moramo izračunati 5 vrednosti pomikov v vozlǐsčih. Ker je program napisan
splošno, lahko število KE povečamo, kar se odraža v bolj natačni rešitvi.
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2.1.7 Interpretacija rezultatov
V tem poglavju bomo za izračunani primer prikazali rezulate dobljene s programom
Wolfram Mathematica [13]. V prvem delu programa bomo izrisali primarno spremen-
ljivko (tj. pomik) obravnavanega problema, nato pa bomo prikazali še potek sekun-
darne spremenljivke (tj. osna sila).
2.1.7.1 Potek primarne spremenljivke
Prikaz pomika za primer, ko smo dolžino nosilca razdelili na 4 KE. Na sliki 2.9, premica
rdeče barve prikazuje analitično-ekzaktno rešitev, medtem ko modra črta predstavja
rešitev dobljeno z MKE metodo (modre pike označujejo vozlǐsča KE).
Slika 2.9: Prikaz analitične in MKE rešitve pomika za primer 4 KE.
Rešitev dobljeno z pomočjo metode MKE izbolǰsamo tako, da povečamo število KE iz
4 na 40. S povečanjem števila KE dosežemo, da sta rešitvi praktično enaki (slika 2.10).
Slika 2.10: Prikaz analitične in MKE rešitve pomika za primer 40 KE.
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2.1.7.2 Potek sekundarne spremenljivke
Po podobnem postopku kot zgoraj, izrǐsemo še potek notranje osne sile po nosilcu. Po-
novno z rdečo barvo obarvamo analitično rešitev, medtem ko z modro barvo prikažemo
rešitev MKE metode (slika 2.11). Izpostavimo lahko tudi, da bolj kot se pomikamo
k desni podpori (podpora B), večji vpliv predstavlja točkovna sila, ki deluje na tem
mestu (opazimo da pomik na razdalji podpore B dobi celo negativen predznak).
Slika 2.11: Prikaz analitične in MKE rešitve osne sile za primer 4 KE.
Prikažemo še potek notranje osne sile, ko povečamo število KE, s čimer dosežemo skoraj
popolno ekvivalenco obeh rešitev (slika 2.12).
Slika 2.12: Prikaz analitične in MKE rešitve osne sile za primer 40 KE.
S sliko 2.12 smo zaključili podpoglavje o 1D osno obremenjenem konstrukcijskem ele-
mentu, poglavje o teoretičnih osnovah pa nadaljujemo z predstavitvijo procesov to-
pološke optimizacije in modalne analize.
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2.2 Definicija procesa topološke optimizacije
Topološka optimizacija predstavlja matematično formulacijo izbranega fizikalnega pro-
blema (npr. statična analiza, modalna analiza), s katero optimiramo razporeditev
materiala po danem prostoru pri danih robnih in začetnih pogojih z namenom ma-
ksimalnega povečanja zmogljivosti sistema [15]. Pri procesu največkrat uporabimo
metodo MKE, s katero evalviramo učinkovitost zasnove, topologijo pa nato optimi-
ziramo s pomočjo algoritmov (algoritem optimalnega kriterija ali pa takoimenovani
genetski algoritem) [15].
Proces TO v primerjavi s procesom optimiziranja oblike razlikujemo v tem, da pri
slednjem ǐsčemo optimalno postavitev diskretnih struktur (palice, nosilci, itd,) znotraj
sistema, medtem ko v procesu TO, odstranjujemo material skozi iteracije, na mestih
kjer so napetosti dovolj majhne, oziroma nam to omogoča dani algoritem [15] in [1]
(slika 2.14). Po [1], lahko proces TO poimenujemo tudi kot optimizacijo zveznih struk-
tur (slika 2.13), proces optimiranja oblike, pa optimizacija diskretnih struktur.
Slika 2.13: Primer procesa TO nosilca monitorja, kot optimizacije zvezne
strukture [16].
Slika 2.14: Prikaz razlike med topološko optimizacijo in optimizacijo oblike na
primeru mosta [17].
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2.3 Definicija modalne analize
Modalna analiza je definirana [18], kot študija dinamskih lastnosti sistema v fre-
kvenčnem prostoru. Rezultat modalne analize nam omogoča opredelitev frekvenc opa-
zovanega sistema, pri katerih bi lahko prǐslo do pojava resonance (v področju reso-
nance, frekvenco vzbujanja enačimo z lastno frekvenco sistema), zaradi katerih prihaja
do povečanih odzivov sistema na zunanje motnje (v realnosti je to mogoče opaziti v
obliki velikih oscilacij pri npr. zagonu strojev). Vsakemu sistemu je v frekvenčni do-
meni mogoče definirati več lastnih frekvenc (prva, druga, tretja, itd.), pri čemer vsaka
od lastnih frekvenc vsebuje svojo lastno obliko (slika 2.15).
Slika 2.15: Prikaz lastnih frekvenc in oblik na primeru mosta [19].
V nadaljevanju je za namen razumevanja vpliva vsiljenega nihanja podlage na lastno
frekvenco kolesa, predstavljen odziv sistema z eno prostostno stopnjo na harmonično
nihanje podlage.
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2.3.1 Odziv sistema z eno prostostno stopnjo na harmonično
nihanje podlage
Z namenom opredelitve pojmov lastnih frekvenc, oblik in resonance, obravnavamo
preprost primer vožnje s kolesom. Zaradi premagovanja neravnin podlage prihaja do
odmika sistema kolesar-kolo iz ravnovesne lege, posledično pa tudi do pojava niha-
nja (podlaga s svojo frekvenco vsiljuje nihanje, ter tako vzbuja opazovani sistem).
Koncept kolesarja in kolesa moramo zato zasnovati tako, da ne bi prǐslo do pojava
resonance (v primeru resonance bi bila frekvenca nihanja tal, enaka lastni frekvenci
sistema kolesar-kolo), s čimer bi povzročili izrazito povečan odziv opazovanega sistema
napram vzbujevalni motnji. Ker gre za prikaz na preprostem primeru, predpostavimo
harmonsko vzbujevalno frekvenco ω, z amplitudo Y , pri času t (slika 2.16). Poglavje
odziva sistema z eno PS na harmonično nihanje podlage je povzeto po [20] in [21].
Slika 2.16: Prikaz frekvence, s katero vzbujamo sistem kolesar-kolo pri vožnji po
neravnem terenu.
S pomočjo diagrama prostega telesa (slika 2.17) predstavimo zgoraj opisan problem [20].
Slika 2.17: Shematski prikaz obravnavanega sistema in podlage z vsemi dinamskimi
parametri [20].
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Osnovna gibalna enačba, ki popǐse zgornjo sliko:
ms ẍ+ d ẋ+ k x = k y + d ẏ (2.30)
kjer je ms masa sistema, k togost sistema, d faktor dušenja sistema, x pomik sistema,
ẋ hitrost nihanja sistema, ẍ pospešek nihanja sistema, y pomik podlage in ẏ hitrost














Za nadaljno izpeljavo potrebujemo še spodnji predpostavki [20]:
d
ms




Zapis enačbe (2.31) s predpostavkama (2.32) in (2.33):
ẍ+ 2 δ ω0 ẋ+ ω
2
0 x = ω
2
0 y + 2 δ ω0 ẏ (2.34)
Harmonsko nihanje tal iz slike 2.16, lahko popǐsemo z izrazom:
y(t) = Y sin(ω t) (2.35)
Za potrebe nadaljne izpeljave potrebujemo še odvod zgornje enačbe:
ẏ = ω Y cos(ω t) (2.36)
Izraza (2.35) in (2.36) vstavimo v desno stran enačbe (2.30):
ẍ+ 2 δ ω0 ẋ+ ω
2
0 x = ω
2
0 Y sin(ω t) + 2 δ ω0 ω Y cos(ω t) (2.37)
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Rešitev zgornje dif. enačbe je sestavljena iz homogene in partikularne rešitve. Za ana-
lizo sistemov na področju dinamike uporabljamo zgolj partikularni del, ki predstavlja
odziv sistema na zunanjo motnjo v ustaljenem stanju [20]. Zapis partikularnega dela
rešitve prikazuje spodnja enačba.
xp(t) = X sin(ω t− ϕ) (2.38)
Za nadaljne postopanje potrebujemo še prvi in drugi odvod izraza (2.38):
ẋ = ωX cos(ω t− ϕ) (2.39)
ẍ = −ω2X sin(ω t− ϕ) (2.40)
Izraz (2.38) vstavimo v enačbo (2.37).
−ω2X sin(ω t− ϕ) + 2 δ ω0 ωX cos(ω t− ϕ) + ω20 X sin(ω t− ϕ) =
= 2 δ ω0 ω Y cos(ω t) + ω
2
0 Y sin(ω t)
(2.41)
V enačbi (2.41) imamo prisotni dve neznanki in sicer; amplituda pomika sistema X in
fazni zaostanek ϕ. Ker imamo za dosego rešitve zgolje eno enačbo (pri dveh neznankah),
uporabimo kazalčni diagram prikazan na sliki 2.18.
Slika 2.18: Prikaz kazalčnega diagrama za obravnavan primer [21].
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Povezavo med rdečim in oranžnim trikotnikom na sliki 2.18 definiramo z enačbo:
√︁
(ω0 Y )2 + (2 δ ω ω0 Y )2 =
√︂
((ω20 − ω2)X)2 + (2 δ ω ω0X)2 (2.42)





ω20 + (2 δ ω ω0)
2√︁
(ω20 − ω2)2 + (2 δ ω ω0)2
(2.43)





1 + (2 δ ω ω
ω0
)2√︂
(1 − ( ω
ω0














1 + (2 δ ω r)2√︁
(1 − (r)2)2 + (2 δ r)2
(2.46)
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Zgoraj dobljeno enačbo prikažemo na grafu razmerja amplitud v odvisnosti od razmer-
nika frekvenc (slika 2.19).
Slika 2.19: Prikaz razmerja amplitud v odvisnoti od razmernika frekvenc [20].
Opazimo lahko, da v primeru ko ima razmernik frekvenc vrednost 1 in v sistemu ni
prisotnega dušenja, razmerje amplitud preide preko vseh meja. Ker pa je v vsakem
realnem sistem prisotno tudi dušenje, razmerje amplitud nima neskončne vrednosti
ampak zgolj povǐsano vrednost v določenem območju. Temu območju pravimo tudi
resonančno območje za katerega veljajo povǐsane vrednosti amplitud nihanj. Pri sno-
vanju realnih izdelkov se tipično želimo izogniti lastnim frekvencam, saj ne želimo,
da pride do povečanega odziva sistema glede na vzbujanje ( npr. pri kolesarjenju čez
neravnine). V ta namen je potrebno obravnavani sisitem prilagoditi iz vidika mase,
togosti in dušenja.
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V uvodu poglavja sta predstavljena program ANSYS [6] in pojem CAD modeliranje.
Glavnino metodologije bo nato predstavljala analiza okvirja prikazanega na sliki 1.3.
Začetni del analize bo zajemal izdelavo CAD modela in pripravo geometrije, nato pa
sledi proces TO. Po izvedenem postopku TO, sledi še modalna analiza strukture, skupaj
z interpretacijo rezultatov.
3.1 Komericalna uporaba programa Ansys in
orodij za računalnǐsko podprto konstruiranje
Program ANSYS [6] je v svetovnem merilu eno od bolj uporabljenih orodij namenjeno
naprednim računalnǐskim simulacijam na področju tekočin, strukturne analize trdnosti,
vibracij in celo zvoka. Podjetje je bilo ustanovljeno v 70. letih preǰsnega stoletja v
mestu Canonsburg, Pennsylvania, Združene države Amerike. Program zaradi njegove
uporabnosti poleg področja strojnǐstva, uporabljajo tudi ostale tehnǐske vede kot so:
gradbenǐstvo, elektrotehnika, kemija, fizika, itd. Na področju strojnǐstva, inženirjem
širom sveta nudi ogromno pomoč pri reševanju kompleksnih problemov v vseh glavnih
vejah panoge: letalstvo, avtomobilizem, energetika, železarstvo, itd. [22, 23].
Pojem modeliranja [24] opǐsemo kot proces matematičnega razvoja površine v 3D pro-
storu s pomočjo specializirane programske opreme. Topologijo vsakega izdelka namreč
lahko popǐsemo z osnovnimi topološkimi elementi. Ti elementi so točka, rob, zanka,
površina in volumen. Kombinacija vseh teh petih elementov nam omogoča, popis
izdelka v nekem virtualnem okolju. Za izdelavo takih 3D navideznih modelov upora-
bljamo pojem CAD, kar pomeni računalnǐsko podprto oblikovanje (angl. Computer
aided design) [25].
3.2 Optimizacija topologije okvirja kolesa
V tem poglavju bomo prikazali proces TO, na realnem primeru okvirja kolesa. Postopek
bomo pričeli z izdelavo CAD modela in postavitvijo pogojev za izvedbo simulacije na
osnovni geometriji, proces pa bomo nato nadaljevali s samo optimizacijo okvirja, ter
na podlagi druge simulacije validirali uspešnost topološke optimizacije.
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3.2.1 Izdelava CAD modela
Zasnovo okvirja smo izdelali na osnovi meritev potrebnih dimenzij, ki smo jih izmerili
s pomočjo kljunastega in navadnega merila (slika 3.1a). Za pomoč pri izdelavi CAD
modela smo prav tako uporabili nalepko, ki se nahaja na samem okvirju (na njej
so definirane kotne povezave med profili) prikazano na sliki 3.1b. Izdelan CAD model
predstavimo lahko kot grobo osnovo dejanskosti, saj imamo v realnosti opravka z profili
spremenljivega prereza in oblik. Uporabljene ponastavitve CAD modela bo najbrž moč
opaziti v rezultatih simulacij.
(a)
(b)
Slika 3.1: (a) Kljunasto merilo (na desni) in običajen meter, za določitev gabaritnih
dimenzij. (b) Nalepka ki se nahaja na spodnjem delu okvirja.
Za izdelavo CAD modela okvirja, smo uporabili modelirnik Solidworks. Profile, s
spremenljivim prerezom in obliko, smo v CAD modelu izrisali kot srednjo vrednost
največjega in najmanǰsega preseka. Prav tako smo zaradi lažjega modeliranja poe-
nostavili del okvirja, kamor v realnosti vpnemo zadnje kolo. Izbrani CAD model je
prikazan na sliki 3.2.




Poglavje v katerem razčlenimo na kakšen način vožnja Dirt Jump vpliva na izbrani
okvir kolesa. Največjo obremenitev na strukturo okvirja predstavlja pristanek na do-
skočǐsče (slika 3.3). Pregled svetovne literature in videoposnetkov je pokazal, da v
večini primerov kolesar na doskočǐsče pristane z obema platǐsčema hkrati, kar omogoča
lepšo prerazporeditev sil. Omeniti velja tudi, da ima kolo tipa Dirt Jump na pred-
njem delu nameščeno vzmetenje, s katerim podalǰsamo čas trka in povečamo disipacijo
energije ob pristanku.
Slika 3.3: Prikaz vzletnih ramp in doskočǐsč v parku namenjenem Dirt Jump
kolesarjenju [26].
Cilj je določiti napetostno in deformacijsko stanje na okvirju kolesa tekom pristanka in
nato izvesti TO, ter naknadno sistem preveriti še z stalǐsča modalne analize.
3.2.3 Definicija robnih pogojev
V tem segmentu bomo opredelili robne pogoje za izdelavo simulacije procesa TO. Poleg
opisa magnitude in mesta sil, bomo v poglavju definicije robnih pogojev zajeli tudi
način vpetja strukture v simulacijskem okolju, s ciljem da se v največji meri približamo
realnosti. Izbrano vpetje sistema bomo prikazali v drugem delu tega podpoglavja.
3.2.3.1 Izračun velikosti sil na obravnavan okvir
Razloga za nastanek sil, ki jih ustvarimo pri adrenalinski vožnji sta torej dva. Eden
predstavlja pretvorbo vǐsinskega potenciala (v času skoka se namreč nahajamo nad
površjem, ki predstavlja referenčno točko), v kinetično energijo, medtem ko drugi razlog
predstavlja zemeljsko gravitacijsko polje (v kombinaciji s težo sistema). Generirane sile
se na obravnavan okvir tako prenesejo v dveh točkah; Večino sile zaradi razporeditev
mase, kolesar na okvir prenese preko pedal (Fp), manǰsi del pa na okvir preide preko
krmila (Fk). Prikaz sil na obravnavan okvir prikazuje slika 3.4.
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Slika 3.4: Prikaz vseh sil, ki delujejo na okvir kolesa glede na izbran
koordinatni sistem [27].
Pri izračunu sile bomo predpostavili, da smo na doskočǐsče pristali iz vǐsine h = 4m.
Maso sistema sestavljata masa kolesarja mk, ki znaša 100 kg, ter masa kolesa mko
z vrednostjo 12 kg. Distribucija teže kolesarja [28] je pri doskoku taka, da se 60%
ustvarjene sile prenese na okvir preko pedal, 40% pa preko krmila. Zaradi prednjega
vzmetenja in deformacij gum ob pristanku, čas trka (tt) predpostavimo na 0,25 s.
Obravnavani sistem razdelimo glede na izbrani KS na dve koordinati (x in y na sliki
3.4). Kalkulacijo začnemo z izrazom o sunku sile, pri čemer konstiutivno smer pred-
stavlja navpična oziroma y-smer (začetna hitrost v tej smeri (v0) je enaka 0).




Definiramo izraz, ki povezuje pretvorbo potencialne energije v kinetično, zaradi posledic
premagovanja vǐsinske razlike:
∆Wp = ∆Wk (3.2)
Zgornji izraz zapǐsemo v drugačni obliki:






Iz enačbe 3.3 izpostavimo končno hitrost (tj. hitrost tik pred dotikom tal). Opazimo
lahko da teža sistema v tem primeru ne vpliva na končni rezultat.
vk =
√︁











Celotno maso opazovanega sistema, zajamemo v izrazu:
ms = mk +mko = 100 kg + 12 kg = 112 kg (3.5)
Izraz (3.2) obrnemo tako, da izrazimo ven rezultanto silo, ki jo sistem kolesar-kolo









Upoštevajoč masno konfiguracijo telesa na kolesu, na pedala prenesemo naslednjo silo:
Fp = 0.6 · Fr = 0.60 · 3969.28N = 2381,57N (3.7)
Silo, ki jo na okvir prenesemo preko krmila dobimo po enačbi:
Fk = 0.4 · Fr = 0.4 · 3969,28N = 1587,71N (3.8)
Z izrazoma (3.7) in (3.8) smo zaključili izpeljavo velikosti sil, ki jih ustvarimo pri pri-
stanku na doskočǐsče. V prvem koraku aplikacije sil, prikažemo pozicijo globalnega
koordinatnega sistema na izbranem okvirju, kar bo v kasneǰsih korakih olaǰsalo pred-
stavo. Prikaz mesta GKS na izbrani strukturi predstavimo na sliki 3.5
Slika 3.5: Prikaz pozicije GKS na izbranem okvirju kolesa.
Sili v program vnesemo z ozirom na GKS (obe sili sta definirani preko komponent in
ne preko normale na izbrano površino). Aplikacijo sil na izbrani okvir v ANSYS [6]
programu, prikažemo na sliki 3.6.
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Slika 3.6: Aplikacija sil za obravnavan primer v ANSYS [6] programu.
3.2.3.2 Implementacija vpetja okvirja v simulaciji
Za določitev vseh robnih pogojev simualcije, potrebujemo določiti še način vpetja
okvirja. Za naš primer bomo okvir na zadnjem delu vpeli ”konzolno”(omogočimo
rotacijo okoli z-osi, napram GKS) in sicer na ploskvah spodnjega profila, kamor bi v
realnosti pričvrstili zadnje kolo. Prikaz zadnjega vpetja okvirja je prikazan na sliki 3.7,
ter povzet po [29].
Slika 3.7: Zadnje ”konzolno”vpetje na mestu, kjer se nahaja osovina pnevmatike
Za vpetje prednjega dela okvirja izberemo profil, kamor je v realnosti pritrjeno krmilo.
V tem primeru vpetja so omogočeni pomiki, preprečena pa sta translacija in rotacija
okoli x-osi, glede na GKS (slika 3.8). Način vpetja je ponovno povzet po [29].
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Slika 3.8: Prednje premično vpetje okvirja znotraj profila, kjer je nameščeno krmilo.
3.2.4 Mreženje strukture
Privzeto mrežo programa je potrebno prirediti našim potrebam tako, da bo zgoščena
na mestih, za katere predvidimo vǐsje vrednosti napetosti (slika 3.11). Zgoščeno mrežo
smo tako nastavili na centralnem delu okvirja in glavnima profiloma na sprednji strani.
Paziti smo morali tudi, na omejitev študentske licence programa, katera omogoča ge-
neracijo zgolj 32000 vozlǐsč ali KE. Prikaz mreže celotnega okvirja prikazuje slika 3.9.
Slika 3.9: Prikaz mreže celotnega okvirja.
Za mreženje celotnega okvirja kolesa smo v tem primeru uporabili 31340 vozlǐsč in 13248
KE mešanih oblik (poleg tetraedričnih oblik KE, uporabimo tudi heksaedre). Omeniti
velja tudi, da osnovno geometrijo kolesa sestavlja 13 profilov različnih dimenzij.
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Pogled iz druge pespektive, omogoča prikaz zadnjega dela okvirja z vsemi detajli (slika
3.10).
Slika 3.10: Prikaz mreže zadnjega dela okvirja.
Na sliki 3.11 prikažemo mesto, kjer lahko pričakujemo povǐsane vrednosti obremenitev.
Slika 3.11: Pogled na centralni del okvirja.
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3.2.5 Rezultati statične obremenitve kolesarja pri doskoku
Za analizo okvirja potrebujemo prikaz rezultatov ekvivalentih napetosti po von-Misesu
(sliki 3.12 in 3.13), ter celotnih deformacij (slika 3.14).
Slika 3.12: Prikaz poteka ekvivaletnih napetosti po celotnem okvirju kolesa.
Opaziti je mogoče koncetracije vǐsjih napetosti na zadnjem prečnem profilu, kateri
povezuje vpetje pnevmatike in profilu, kjer se v realnosti nahaja sedež kolesa (slika
3.13). Največja vrednost napetosti na tem mestu znaša 153,09MPa in se nahaja pod
mejo tečenja izbranega materiala okvirja, tj. aluminija (oznaka 6061) z vrednostjo
259MPa. Napetosti pod pragom tečenja materiala pomenijo, da okvirja pod danimi
obremenitvami, ne bomo deformiral plastično (oz. s trajnim posledicam).
Z dodatnim pogledom na okvir, prikažemo še mesto največje vrednosti primerjalne
napetosti po von-Misesu.
Slika 3.13: Prikaz najvǐsje vrednosti napetosti v centralnem delu okvirja.




Slika 3.14: Prikaz celotnih deformacij celotnega okvirja.
Opazimo lahko, da se vrednosti totalnih deformacij od leve proti desne povečujejo, kar
je v skladu s tem da je zadnja podpora ”konzolno”vpeta in tako onemogoča translacijo
v kateri koli od osi GKS. Največja vrednost povesa na prednjem delu okvirja znaša
0,44mm.
3.2.6 Optimizacija okvirja kolesa
Poglavje v katerem bomo izvedli optimizacijo topologije kolesa z uporabo ANSYS [6]
programa. Vhodni parameter simulacije predstavlja ohranitev prvotne mase sistema,
katerega nastavimo na 80%, poleg tega pa smo nastavili tudi največjo dovoljeno vre-
dnost napetosti, ki jo program ne sme preseči z vrednostjo 140MPa (slika 3.15). Ome-
nimo lahko tudi, da smo programu onemogočili odstranjevanje materiala na mestih
kjer je okvir vpet, ter na mestih kjer delujejo sile (rdeča barva na sliki 3.15).




Konvergenco, odstranjenega materiala dosežemo po trinajstih iteracijah (slika 3.16). S
procesom TO nam je uspelo celotno maso geometrije zmanǰsati iz začetnih 2,89 kg, na
končnih 2,41 kg.
Slika 3.16: Prikaz odstranjenega materiala na izbrani geometriji.
Geometrijo lahko sedaj popravimo-optimiramo v skladu z dobljenimi rezultati, prika-
zanimi na sliki 3.16. Poleg izdelanih odprtin v profile nam rezultati procesa omogočajo,
da v celoti odstranimo prečni spodnji nosilec. Za izdelavo optimirane geometrije upo-
rabimo modelirnik programa. Prikaz optimizirane geometrije izdelka predstavljati sliki
3.17 in 3.18.
Slika 3.17: Prikaz optimirane geometrije izbranega okvirja.
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S pomočjo drugega pogleda prikažemo še odstranjen material na vrhnjem profilu.
Slika 3.18: Pogled na optimizirano geometrijo iz druge perspektive.
3.2.7 Rezultati simulacije optimizirane geometrije
Optimizirano geometrijo okvirja smo izpostavili enakemu obremenitvenem stanju in
enakim robnim pogojem kot prvotno. Ponovno nam osnovo analize predstavljata re-
zultata napetosti po von-Misesu (slika 3.19 in 3.20), ter prikaz celotnih deformacij (slika
3.21).
Slika 3.19: Potek napetosti po optimiziranem okvirju kolesa.
Amplitudna vrednost napetosti v tem primeru znaša 139,75MPa (najvǐsja vrednost se
ponovno nahaja pod mejo plastičnosti izbranega material, ki znaša 259MPa). S sliko




Slika 3.20: Prikaz največje napetosti na celotnem okvirju kolesa.
Pri deformacijskem stanju (slika 3.21) lahko zaznamo podoben potek, kot v simulaciji z
osnovno geometrijo. Opazimo lahko, da se največja vrednost povesa poveča za približno
0,01mm, kar nakazuje da smo geometrijo optimizirali na tak način, da bo sposobna
prenesti dane obremenitve s praktično enako deformacijo kot osnovna.
Slika 3.21: Prikaz celotnih deformacij optimizirane geometrije okvirja kolesa.
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3.3 Modalna analiza optimiziranega okvirja
V zadnjem delu metodologije tega zaključnega dela, bomo opredelili lastne frekvence
in oblike optimirane strukture okvirja. Za izvedbo modalne analize, bomo vzeli primer
vožnje po pesku, kjer bo podlaga predstavljala zunanjo motnjo, s katero bomo vzbujali
sistem kolesar-kolo (podlago iz peska predpostavimo, kot veliko število majhnih grbin,
ki povzročijo nihanja opazovanega sistema). Prikaz podlage, ki povzroča vzbujanje
obravnavanega sistema prikažemo na sliki 3.22.
Slika 3.22: Prikaz podlage, ki povzroča vzbujanje omenjenega sistema [30]
S pomočjo modalne analize je potrebno preveriti, ali se lastna frekvenca sistema in
vzbujevalna frekvenca ujemata, saj lahko v tem primeru pride do povečanega odziva
opazovanega sistema na zunanjo motnjo (sistem je v resonanci). Po [31], lahko vzbu-
jevalno frekvenco tal razdelimo na 3 območja. Prvo območje imenujemo kvazi-statično
območje (frekvence vzbujanja v rangu ν < 0,5Hz), nato sledi najbolj pomembno
območje, tj. območje vožnje (frekvence v območju: 0,5Hz < ν < 20Hz), ter na koncu
še akustično območje (frekvence v območju: 20Hz < ν < 20000Hz). Rezulate lastnih
frekvenc optimizirane geometrije dobljene na podlagi ANSYS [6] programa, prikažemo
v spodnji preglednici.
Preglednica 3.1: Tabela lastnih frekvenc okvirja.







Opazimo lahko, da se nobena od lastnih frekvenc ne nahaja v bližini drugega območja
(tj. območja vožnje), kar bi lahko ogrozilo togost optimizirane strukture, ter tekom
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dalǰsega časovnega obdobja povzročilo poškodbe konstrukcije zaradi utrujanja. S sli-
kami od 3.23 do 3.28, prikažemo modalne oblike izbranega okvirja pri danih lastnih
frekvencah.
Slika 3.23: Prikaz lastne oblike pri 1. lastni frekvenci.
Slika 3.24: Prikaz lastne oblike pri 2. lastni frekvenci.
Slika 3.25: Prikaz lastne oblike pri 3. lastni frekvenci.
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Slika 3.26: Prikaz lastne oblike pri 4. lastni frekvenci.
Slika 3.27: Prikaz lastne oblike pri 5. lastni frekvenci.
Slika 3.28: Prikaz lastne oblike pri 6. lastni frekvenci.
S poglavjem 3.3 smo tudi zaključili večinski del tega zaključnega dela, v nadaljevanju
pa sledita še analiza dobljenih rezultatov, ter zaključki tega dela
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3.4 Diskusija rezultatov pred in po analizi okvirja
Na prvi pogled smo proces TO izvedli uspešno, kar lahko opazimo v zmanǰsanju
največje vrednosti napetosti (napetost smo zmanǰsali za približno 15MPa), pri praktično
enaki vrednosti povesa okvirja (največja vrednost deformacij osnovne geometrije je
znašala 0,44mm, medtem ko je največji poves optimiziranega okvirja znašal 0,45mm).
S procesom TO nam je prav tako uspelo odstraniti 0,12 kg oz. 120 g materiala, kar bi
za ljudi, ki se s takim kolesarstvom ukvarjajo profesionalno lahko imelo velik vpliv.
Pa vendar smo do takega rezultata prǐsli na podlagi mnogih predpostavk. Začenši
z CAD modelom okvirja, kateri predstavlja zgolj grobo različico realnosti, saj bi za
izdelavo detajlov potrebovali več mesecev časa, močneǰso strojno opremo in poglobljeno
znanje modeliranja s površinami. Prav tako eno od večjih predpostavk, ki smo jih
izbrali predstavlja čas trka med sistemom kolesar-kolo in podlago. Majhna sprememba
omenjenega parametra rezultira v spremembi vrednosti rezultante sile za več tisoč N.
Poleg tega bi morali upoševati tudi togost prednjih vilic, zaradi katerih lahko vrednost
končne sile močno zmanǰsamo (omenjenga parametra proizvajalci pri prodaji namreč
ne navajajo, zaradi varovanja podatkov pred konkurenco). Za dosego kvaliteneǰsega
rezultata bi morali upoševati tudi realne lastnosti materiala okvirja, kot so; izotropnost,
nelinearnost, napake v mikrostrukturi, itd.
Glede postavitve robnih pogojev simulacije smo zaobjeli bistvo, smiselnost rezultatov
pa lahko pripǐsemo dobro izbranim robnim pogojem. Rezulate bi lahko tudi izbolǰsali
predvsem na področju mreženja s spremembo metode mreženja (namesto mešane upo-
rabe tetraedričnih in heksaedričnih oblik KE, bi lahko uporabili zgolj slednje), ter
simulacijo izvajali z licenco, ki nima omejitve glede števila vozlǐsč. Omeniti velja tudi,
smiselnost izdelovanja lukenj v profile, saj bi tako omogočili dostop umazaniji iz oko-
lice v notranjost profilov, kar bi skozi dalǰso uporabo lahko predstavljajlo težavo svoje
narave.
Rezultati modalne analize so nam postregli z dokaj ugodnimi rezultati, kar se tiče
nevarnosti pojava resonance, saj se nobena od lastnih frekvenc optimizirane geome-
trije ni znašla v območju vožnje (področju vožnje se je najbolj približala 1. lastna
frekvenca). Omeniti velja tudi, da smo prvo lastno frekvenco optimizirane geometrije
napram osnovni povečali (na račun zmanǰsanja mase), iz začetnih 37,64Hz na končnih
38,32Hz, kar pomeni, da se je togost obravnavanega sistema spremenila minimalno.
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4 Zaključki
V zaključni nalogi je bila z namenom izbolǰsanja napetostnega stanja in manǰse mase,
izvedena analiza izbranega okvirja kolesa, s pomočjo procesov topološke optimizacije
in modalne analize. Zbrane zaključke dela lahko opredelimo v naslednjih točkah:
1. Predstavili smo teoretično ozadje metode končnih elementov.
2. Metodo končnih elementov smo uporabili na preprostem primeru enodimenzio-
nalnega osno obremenjenega konstrukcijskega elementa.
3. Razčlenili smo postopke topološke optimizacije in modalne analize.
4. Izpeljali smo odziv sistema z eno prostostno stopnjo na harmonično nihanje pod-
lage.
5. Izdelali smo virtualni modela okvirja, ter postavili robne pogoje simulacije.
6. Na izbranem okvirju smo izvedli proces topološke optimizacije.
7. Na optimiranem okvirju dobljenem s postopkom topološke optimizacije, smo
opravili proces modalne analize.
Z izvedbo topološke optimizacije okvirja kolesa smo pridobili dragocene izkušnje upo-
rabe nekaterih osnovnih konceptov iz področja tehnǐske mehanike in tudi njihovo upo-
rabo znotraj komercialnih orodij za izvedbo numeričnih analiz na realnih izdelkih.
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[10] M. Čuk: Osebni zapiski predavanj predmeta Metode numeričnega modeliranja,
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[25] J. Duhovnik, I. Demšar, P. Drešar: Modeliranje v 3D-prostoru. V: I. V. prof.
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Priloga A











n = ke + 1;
A = a ∗ b;
Ke = Table[0,{i,1,n},{j,1,n}];
Ff = Fn = FT = Table[0,{i,1,n}];


















U = Table [ui,{i,1,n}] ;
u1 = 0;
Ff[[{1, n}]] = {Ra,−F};
r1 = Solve[Ke.U == Ff + Fn + FT];
Ur1 = U/.r1[[1]];







u[0] == 0,EjA(u′[L]− αdT) == −F},
u[x],x];
u[x ] = u[x]/.r2[[1]];
p2 = Plot[u[x],{x,0,L},PlotStyle → Red];
Show[p1,p2,PlotRange->All,AxesLabel → {“L[mm]”,“U[mm]”}]
No = Table[0,{i,1, ke}];
For[i = 1,i ≤ ke,i++,
No[[i]] = EjA
Le
∗ (−Ur1[[i]] + Ur1[[i+ 1]])
]︁
;
r3 = Table[{(i− 1)Le + Le/2,No[[i]]},{i,1,ke}];
p3 = ListLinePlot[r3,Mesh → All,PlotRange → Automatic,AxesLabel → {“L{mm]”,“N[N]”}]
No2[x ] = EjAu′[x];
p4 = Plot[No2[x], {x,0, L},PlotStyle → Red];
Show[p3,p4,AxesLabel → {“L[mm]”,“N[N]”},PlotRange->All]
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